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Résumé 
Ce document donne un calcul approximatif de la fréquence de résonance de MilliNewton – et 
sert de base pour le calcul d'autres capteurs de type cantilever. 
Les fréquences propres des capteurs MilliNewton sont élevées, en raison de la très petite taille 
de la poutre. 
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1. Vibration d'un cantilever simple 
1.1. Solution analytique 
D'après Whitneyi et Strässlerii, les fréquences de résonance d'un cantilever de section 
constante sont données par : 
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fi fréquence du mode i 
E* module élastique effectif 
I moment d'inertie (en flexion) de la section 
ρ masse volumique de la poutre 
S section 
zi constante du mode i 
L longueur libre de la poutre 
 
Les valeurs approximatives de zi sont données au tableau 1 ci-dessous. 
 
i zi i zi 
1 1.8751 4 10.9955 
2 4.6941 5 14.1372 
3 7.8546 6 17.2786 
 
Tableau 1. Constantes zi des modes de résonance d'un cantilever. 
 
Pour une poutre de section rectangulaire b x h, avec b >> h, on a : 
 
(2) 
€ 
E * = E1−ν 2  
 
(3) 
€ 
I = b ⋅ h
3
12  
 
(4)  
€ 
S = b ⋅ h 
  
E module de Young 
ν coefficient de Poisson 
b largeur de la poutre 
h épaisseur de la poutre 
 
En combinant (1)–(4), on obtient finalement : 
 
(5) 
€ 
fi =
1
4 ⋅ 3 ⋅ π ⋅
E
1−ν 2( ) ⋅ ρ
⋅ h ⋅ ziL
⎛ 
⎝ 
⎜ 
⎞ 
⎠ 
⎟ 
2
 
 
En général, on s'intéresse au 1er mode, qui limite en pratique la fréquence de travail du 
capteur. Dans ce cas : 
 
(6) 
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1.2. Solution masse - ressort 
On cherche à exprimer la solution ci-dessus en termes d'un système masse-ressort, afin de 
pouvoir ultérieurement approximer l'effet de l'adjonction d'une masse supplémentaire. Pour 
une masse m suspendue à un ressort sans masse de rigidité k, la fréquence de résonance f 
s'écrit : 
 
(7) 
€ 
f = 12π ⋅
k
m*  
f fréquence de résonance 
k constante de rigidité du ressort 
m* masse "effective" (voir ci-dessous) 
 
Or, pour un cantilever, où la force est appliquée au point x ≤ L : 
 
(8) 
€ 
mc = ρ ⋅ S ⋅ L  
 
(9)  
€ 
k = 3 E
* ⋅ I
x 3  
mc masse du cantilever  
x point d'application de la force 
 
Pour un cantilever de section rectangulaire b x h avec b >> h – voir (2)-(4) : 
 
(10) 
€ 
mc = ρ ⋅ b ⋅ h ⋅ L 
 
(11)  
€ 
k = E ⋅ b ⋅ h
3
4x 3  
 
(12) 
€ 
m* = u ⋅mc  
u coefficient masse réelle - équivalente 
 
Si on écrit la fréquence d'après (6) : 
 
(13) 
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(14) 
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u ≅ 0.24267 ⋅ L
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1.3. Adjonction d'une masse sur la poutre 
Si on ajoute une masse m' au point x de la poutre, on obtient : 
 
(15) 
€ 
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k
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 (16) 
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2. Application à MilliNewton 
Les paramètres de MilliNewton sont donnés au tableau 2 ci-dessous. 
 
Symbole Description 400 mN 1'000 mN 2'000 mN unité 
b largeur 3.0 3.0 3.0 mm 
h épaisseur 0.25 0.40 0.635 mm 
x pos. bille 8.0 8.0 8.0 mm 
L longueur libre 9.3 9.3 9.3 mm 
ρ densité Al2O3 3.9 3.9 3.9 mg/mm3 
m' masse (bille) 4.1 4.1 4.1 mg 
k rigidité 7.6 30.9 124 N/mm 
f résonance (sans bille) 4.30 6.87 10.91 kHz 
f ' résonance (avec bille) 3.64 6.16 10.16 kHz 
 
 
En réalité, l'encastrement de MilliNewton est imparfait. Les fréquences de résonance seront 
donc un peu plus faibles en pratique. 
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